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Thermochemie

Bisher haben wir Temperatureffekte immer vernachlissigt, wir
haben die Gesamtenergie eines Molekiils berechnet fiir T=0K. Fiir
T>0K jedoch haben die Teilchen eine kinetische Energie, die durch
die Maxwellverteilung bestimmt ist (sieche PCl Vorlesung), wie in
Abb. 2 dargestellt.
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Maxwellverteilung
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p ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im System aufzufinden,
dessen Geschindigkeitskomponente im Intervall [v,;, v,; + dv;] liegt.
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Maxwellverteilung

Die Verteilung ist eine Exponentialverteilung, mit dem Exponenten
Ekin
kT
Nach dem Gleichverteilungssatz hat jeder Freiheitsgrad j die
kinetische Energie

1 1

(< v > bezeichnet den Mittelwert der Geschwindigkeit) und damit
ist die gesamte kinetische Energie des Systems gegeben durch (dies
werden wir im Kapitel MD weiter verwenden):

1 3
Z 5mj < VG >=< Egjp >= 5 NkT (3)
J
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Maxwellverteilung

Betrachten wir ein System mit diskreten Energiezustanden, wie es
in der Quantenmechanik oft vorzufinden ist, z.B. die
Energiezustdnde des H-Atoms oder die diskreten Energiezustande
im harmonischen Oszillator, wie in Abb. 1 dargestellt.
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Abbildung: Energiezustdnde im Harmonischen Oszillator. Die Besetzung
der Zustdnde ist durch eine Verteilungsfunktion bestimmt.
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Boltzmannverteilung

Man kann sich nun vorstellen, dass die Teilchen durch die kinetische
Energie auch bei T>0K in hdher angeregte Zustinde mit E; > Ey
gelangen kdnnen, vorausgestzt dass die Anregungsenergie in etwa
kT entspricht. Boltzmann hat eine Verteilungsfunktion abgeleitet,
die -wie die Maxwellverteilung- angibt, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in einem der Energiezusténde E;
anzutreffen ist. Und wie zu vermuten ist, ist dies wieder eine
Exponentialfunkion.
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Boltzmannverteilung

pn ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand n mit
der Energie E, vorzufinden, und es gilt:

En

pp ~ e kT (4)

Eine Besetzung der Zustdnde gemaR dieser Verteilung ist in Abb. 1
dargestellt.

Nun miissen wir die p, normieren, dazu verwenden wir den
Umstand, dass

Z pn=1
n
gilt.
e
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Zustandssumme

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in irgendeinem der Zustande
zu finden ist gleich 1! Dies fiihrt zu:

_f;n _L:;n
e kT e kT

— - 5
Pn > o8 Z ()

En. . . -
Z = ) e «Tist eine zentrale Grosse in der Statistischen
Thermodynamik und wird Zustandssumme genannt.
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Harmonischer Oszillator

Beispiel:
Die Energieniveaus des Harmonischen Oszillators sind durch:
E,=(n+0.5)hv (6)
gegeben. Die Energie im Grundzustand n=0 ist
Eo = 0.5hv.

Dies wird Nullpunktsenergie genannt, jedes System ist bei T=0K
nicht in Ruhe, sondern ist in Bewegung. Dies nennt man
Nullpunktsschwingungen.
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Harmonischer Oszillator

Fur T>0K werden auch andere Zustinde i besetzt sein, und zwar
genau mit der Wahrscheinlichkeit

1 1
Pn = ?exp(—En/kT) = ?exp(—(n +0.5)hv/kT) (7)
Also ist der harmonische Oszillator mit der Wahrscheinlichkeit p,
im Zustand n und hat die Energie E,,, mit der Wahrscheinlichkeit

Pm im Zustand m und hat die Energie E,,. Um die Energie zu
ermitteln, missen wir daher den Mittelwert bilden,

<E>=Y i, ®)
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Harmonischer Oszillator

Dazu muss man einmal die Zustandsumme Z ausrechnen,

7 — Z e—(n+0.5)h1//kT _ e—0.5hu/kT Z e—nhz//kT (9)

Dies vereinfacht sich, wenn man die Formel fiir die geometrische

Reihe verwendet,
> 1
=
n=0 X

o—0.5h/kT

7 _ o~05hu/kT 1

1— e—hv/kT — 1 _ o—hu/kT (10)
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Innere Energie U

Mit der Bolzmann Verteilung (auch kanonische Verteilung genannt)
(671 = KT):
1
pi = — exp(—PBE;)

V4
berechnen wir den Mittelwert der Energie:
1
<E>=< Z Eiexp(—BE;) (11)

Dazu verwenden wir einen netten mathematischen Trick:

0 0
—%Z = — Z: %exp(—ﬂE,) = Z E,'eXp(—ﬁE,').
10 dlnZ
Daher : < E >= 7?0332 =793 (12)
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Innere Energie U

Um die freie Energie mit Z in Verbindung zu bringen, verwendet
man die Relation:

F=U-TS.
Multiplikation mit 3,
BF =pU—S/k
und Differentiation
d(BF)
R p— p— E
a9 U=<E >

und Vergleich mit eq. 12 ergibt den Ausdruck fiir die Freie Energie:

F = —kTinZ (13)
e
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Innere Energie U

und fiir die Entropie S = —F/T — U/ T:

S=kinZ+ kB < E > (14)

Dies ist bemerkenswert. Wir mussen also nur die Zustandssumme Z
ausrechnen, und erhalten daraus alle wichtigen Thermodynamischen
Potentiale.
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Innere Energie U

Nun wollen wir diesen Formalismus verwenden, um Enthalpien und
freie Energien von Molekiilen zu berechnen.

olnZ
B
H=U+pV

S =kinZ 4+ kpU
F = —kTInZ
G=F+pV

U=<E >=
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Molekiil

Die Energie eines Molekiils bei T>0K besteht aus der
elektronischen Energie, der Translations- und Rotationsenergie und
der Schwingungsenergie:

E= Ee/ + Etrans + Erot + Evib
Die Zustandssumme Z=exp(—fE):
Z= exp [_/B(Eel + Etrans + Erot + Evib)] -

eXp[_/BEe/]eXp[_BEtrans]eXp[_ﬂErot]eXp[_ﬂEvib] = ZeIZtransZrothib
Oft benétigen wir auch InZ:

InZ = InZy + InZtrans + InZvor + InZ,ip
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Elektronische Energie

Die elektronische E.; is meist nicht temperaturabhingig, da kT
meist fiir eine elektronische Anregung nicht ausreicht, d.h. das
Molekiil bleibt im Grundzustand:

_alnzel _ _a(*ﬂEe/)
oB op

Uel = = Eel
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Translations und Rotationsbeitrage

Diese Beitrdge sollen hier nicht im Detail diskutiert werden: sie sind
berechenbar fiir das Modell des quantenmechanischen Teilchens im
Kasten und des quantenmechanischen Rotators. Fiir ein Mol erhilt
man:

3
Utrans - ERT
und
Ut = §F\’T
rot — 5

Man kann auch die Entropien berechnen, daraus erhilt man dann
die Beitrage zur freien Energie.
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Schwingungsbeitrage

Um diese zu berechnen, muss die Geometrie des Molekiils optimiert
werden und anschliessend miissen wie oben besprochen die
Schwingungsfequenzen w) berechnet werden. Die
Schwingungsenergie wird dann mit Hilfe des Modells des
harmonischen Oszillators berechnet. Dazu wird jede
Schwingungsmode durch einen harmonischen Oszillator dargestellt,
der sich durch die thermische Energie auch in angeregten
Zustinden befinden kann.
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Schwingungsbeitrage

Z.B. wird das Wassermolekiil dann durch 3 harmonische
Oszillatoren reprasentiert, k=1..3, die im Grundzustand (T=0K) die
Nullpunktsschwingungen E, = 0.5Awy durchfiihren und in den
angeregten Zustianden m die Energie

E,T = (m + O.5)hwk

haben.
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Schwingungsbeitrage

Nun berechnen wir die Zustandssumme fuir einen der k Oszillatoren:

Zi=exp| > —B(m+05)hw | =
m=0
e—0-58hwy

o0
—0.58hw —Bmhwy __
e DR I p—

m=0
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Schwingungsbeitrage

Mit der Formel fiir die geometrische Reihe ("7 o x* = 1.):

InZ), = —0.58hwy — In(1 — e~ Pwx)

B 0InZ, B hwke_ﬁhwk . 1 1
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Schwingungsbeitrage

Wir haben die Zustandssumme erst fiir einen der 3N-6 Oszillatoren
berechnet, nun miissen wir noch iiber alle Schwingungsmoden im
Molekil summieren:

3N—-6 3N—-6 1
U—ZUk—szk< emk_1>

Die Nullpunktsschwingungen sind nicht T-abhingig, werden daher
tiblicherweise mit der elektronischen Energie kombiniert, so dass der
Vibrationsanteil zur internen Energie folgendermassen definiert ist:

3N—-6
hwy
U= 3 (m_l> (15)

k=1
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Entropie und freie Energie

Die Entropie ist damit:

Svib = k/nZ + kBUVI'b = Z m — /n(l — eiﬁhwk) (16)

3N—6
{ hwy
k=1

und die freie Energie (ebenfalls ohne Nullpunktsbeitrdge):

3N—-6
Fup = —kTInZ = Y KTin(1 — e~ ex) (17)
k=1
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pV Terme

Zur Berechnung der Enthalpie miissen wir den pV Term addieren.
Dies machen wir iiber den Umweg des idealen Gases:

pV = nRT.
Damit ist die Enthalpie:
H=U+pV =U+nRT.
dhnlich die freie Enthalpie:

G =F +nRT.
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Thermochemie

Viele Quantenchemieprogramme (z.B. Gaussian) oder
Kraftfeldprogramme (Charmm) berechnen die thermischen
Korrekturen standardmissig, wenn eine Schwingungsberechnung
gefordert ist. Die Berechnung der der Hessematrix ist der
zeitaufwandige Schritt, die Berechnung der Zustandssumme ist
dagegen fast gratis.
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Thermochemie

In der harmonischen N3herung werden die Schwingungen der
Molekiile durch einen Satz von harmonischen Oszillatoren
dargestellt. Diese Oszillatoren schwingen unabhingig voneinander.
Der Witz der Normalmodenanalyse besteht also darin, die
gekoppelten Schwingungen der Atome mathematisch in einen Satz
von ungekoppelten harmonischen Oszillatoren zu tberfiihren. Jeder
dieser Oszillatoren hat eine Nullpunktsenergie, schwingt also selbst
bei T=0 K im Zustand n=0. Bei T>0 werden auch hohere
Schwingungszustinde thermisch angeregt. Die Wahrscheinlichkeit
fiir solch eine Anregung ist durch dieBoltzmannsche
Verteilungsfunktion beschrieben.
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Thermochemie

Abbildung: Schwingungen im Molekiil dargestellt durch einen Satz von
harmonischen Oszillatoren. Es sind bei jedem Oszillator auch angeregte
Zustande thermisch besetzt.
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