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Die Schrodingergleichung

zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung:

"o * VOl y = Ey (dim)
[- h2/2m A+V(xxy2)]wy = Evy (3dim.)

Aist der Laplaceoperator: A = %/, + %[, , + %/,

zeitabhangige Schrodinger-Gleichung:
2 2 .

2m

[ ly(xy2)2dx dy dz = 1

—Q0
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Formale LOosung der zeitabhangigen
Schrodinger-Gleichung

zeitabhangige Schrodinger-Gleichung:

[N, 8 e + V1w = iy

2m
U Hy = Uy
Formale Losung: v (X,y,z,t) =€ it Y (X.y,2)

mit Y,(x,y,z) als Losung der zeitunabhangigen Schrodinger Gleichung.

Da H ein Operator ist, ist die Reihenfolge wichtig.
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Schrodingergleichung fur freies Teilchen

dav)=0 = "/, .y = Ey
umgeformt: ‘92/6)(2 vy +2MELy =0

oder yv't+kiy =0 mit k2 =2EM/.

Allgemeine Losung: ¢ = AekX+ B gkx
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In konjugierten Systemen haben die n-Elektronen die
ganze Lange der Kette als Aufenthaltsort zur Verfigung.

Durch Randbedingung w(0)=0 und y(a)=0
erhalt man nur dann Losungen, wenn

E = h2/8ma2 n2 mit n=1,2, 3, ...

n

v, (X) = (Z/a)l/2 sin(nn*/,)

Der Vorfaktor (%/,)”2 wird durch Normierung gewonnen:

a a
oJ v |2dx =,/ C?sin?(hm)dx = C?2- Ya = 1
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X axis

Tellchen Im Kasten

Darstellung der ersten
Eigenfunktionen des Teilchens im
Kasten mit den entsprechenden
Energieeigenwerten. Man beachte,
dass die Energie der Niveaus, E,,
guadratisch mit der Quantenzahl n
ansteigt.




Tellchen Im Kasten
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Tellchen Im Kasten
Line of symmetry Line of I

Y, ff w2
symmetrisch \
positive Paritit ".b‘f
n=3
E,=9E, \/
2
¥ LA
antisymmetrisch N ___I_l_=_?___"__
negative Paritit
E,= 4E,
) v ?
symmetrisch
positive Paritit
n=1
E1= hzmmﬂz (R [ —— —
afl af2
x=0 X=a x=0 k=4
(8) (b}
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Einfluss des Auflosungsvermaogen

Hohere Aufldsung

» Niedrigere Aufldsung

4 n=50 - n=50 1 = n=50
0.8 0,8 0,8 =
0.6 —({{ARMHHKERHIARIRRRRHHAERHHARNRA 0,6 ~WAMAARKAARRRRRRRRRRARUN 0.6 -
. | I | e | ‘ A o _mmmwmmmmwwwwmmmmwww
0,2 0,2 0,2 -
N ) T T T 1 R \/0n links nach
0,2 0,4 0,6 0,8 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 . .
rechts sind die
7 n=30 . n=30 i n=30 Daten von Mess-
0.8 - . 55 instrumenten
0.6 - T 06 I gezeigt, die Uber
04 - 0.4 0.4 - einen zunehmend
02 - 02 - 02 I groRen Bereich
e — T EEE——— Mitteln. Bei niedri-
0,2 0,4 0,6 0,8 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 ger Auﬂbsung W”'d
n=1 e oo die Wahrschein-
" . by lichkeit, dass sich
ll .l 087 ein Teilchen in
il ol a einem Intervall dx
sl il il aufhalt, mit stei-
e 2T 2 gendem n immer

02 04 06 08 1 02 04 06 0,8 1 02 04 06 08 1 Ortsunabhanglger'



Vom Butadien zum Polyene

(2n+1) = ho = he/,

8ma2

a_2=@2n+1)A_ N/

exp exp " 8Mmc
geere o RN O TSI EWETY
Bindung betragt ca. Butadien 0 56 0,42
)™ Lpllsel (T 3 Hexatrien 247 0,72 0,70
Lange der
konjugierten Kette 4 Oktatetraen 268 0,88 0,98
a, =a_,(2n-1) 5 Vitamin A 306 1,01 1,26
11 Carotin 420 1,70 2,94
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Butadien Hexatrien
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http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Butadiene-pi-MOs-Spartan-3D-balls.png&filetimestamp=20090126210408
http://www.google.de/imgres?imgurl=http://userpage.chemie.fu-berlin.de/~abram/e_learning/bilder/7_1.jpg&imgrefurl=http://userpage.chemie.fu-berlin.de/~abram/e_learning/html/org_grund/a_1c.htm&usg=__TZ_3aVCvcSJ55xju14drRx9cLU8=&h=112&w=240&sz=7&hl=de&start=4&um=1&itbs=1&tbnid=ndRu_fdYp0SiNM:&tbnh=51&tbnw=110&prev=/images%3Fq%3DHexatrien%26um%3D1%26hl%3Dde%26sa%3DX%26rlz%3D1I7GGLT_de%26tbs%3Disch:1
http://images.google.de/imgres?imgurl=http://www.wegu.de/pictures/image006.jpg&imgrefurl=http://www.wegu.de/Butadien.aspx&usg=__V-u4TPkkrPTqXfNmmDhRubVmX_U=&h=157&w=194&sz=4&hl=de&start=4&um=1&itbs=1&tbnid=_LrgEvJhKszFBM:&tbnh=83&tbnw=103&prev=/images%3Fq%3DButadien%26um%3D1%26hl%3Dde%26sa%3DN%26rlz%3D1I7GGLT_de%26tbs%3Disch:1
http://www.google.de/imgres?imgurl=http://www.chemie.fu-berlin.de/chemistry/oc/terpene/gif/carotin.gif&imgrefurl=http://www.chemie.fu-berlin.de/chemistry/oc/terpene/gif/&h=150&w=518&sz=2&tbnid=CN_JrEiXtwE_5M:&tbnh=38&tbnw=131&prev=/images%3Fq%3DCarotin&usg=__6cfYONiW-RG8Sy3jNNLr9WRce-s=&ei=acrfS9ucMeCSON_C6O4I&sa=X&oi=image_result&resnum=4&ct=image&ved=0CB0Q9QEwAw
http://www.google.de/imgres?imgurl=http://www.chemie.fu-berlin.de/chemistry/oc/terpene/gif/carotin.gif&imgrefurl=http://www.chemie.fu-berlin.de/chemistry/oc/terpene/gif/&h=150&w=518&sz=2&tbnid=CN_JrEiXtwE_5M:&tbnh=38&tbnw=131&prev=/images%3Fq%3DCarotin&usg=__6cfYONiW-RG8Sy3jNNLr9WRce-s=&ei=acrfS9ucMeCSON_C6O4I&sa=X&oi=image_result&resnum=4&ct=image&ved=0CB0Q9QEwAw

Tellchen Im 3D-Kasten

Im dreidimensionalen Potentialkasten flihren die Begrenzungen O<x<a, O<y<b, O<z<c
und die Unabhangigkeit der Bewegung in den drei Raumrichtungen zur

Gesamtwellenfunktion W(xy.z) = W, (x) "y, (y) W,(2):

w(x.y,2) = (8/,c) 7 sin(n, /) sin(n,m/,)-sin(n,n?/ )

mit den Energiezustanden:

E = Mg ("t ™ for t n? /cz)

n,, n, und n, (n;= 1,2,3,...) sind die Quantenzustande ftr die x-, y-, bzw. z-Richtung

Es kdnnen unterschiedliche Wellenfunktionen den gleichen Energiewert haben. Z.B.
fur a=b=c und n,=2, n =1, n,=1 oder n,=1, n =2, n,=1 oder n,=1, n =1, n,=2 ist die

Energie jeweils immer E= 6-h2/8ma2

Man spricht dann von der Entartung der Wellenfunktion.
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Tellchen Im zweildimensionalen Kasten
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Y(x,y)

rechts:

% .
|\|!|2(x,y) (c) "%/
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2D - Kasten
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Entartung der Translation

3D-Kasten: E="/g .(n2+n2+n2) ="/ K2

8maz

8maz

Anzahl der Zustande N(E) von E=0 bis E entspricht
dem Volumen/8 einer Kugel vom Radius K (K2 =

n,2+n2+n,?), dan,, n, und n, >0 sind:
N(E) = Yg(*3nK3) = ™V (BmE/, )32
(da K=a(®mE/,;)V2 und V=a3)

Anzahl der Zustande im Intervall [E, E+dE] erhalten
wir durch Differenzierung nach E:

d N(E) = [4TcV(2m3)1/2/h3] E* dE
9(E) = N/ = 4nV(2m3) %/, ; E*
Zustandssumme der Translation:

00
Q = OJ e FKT g(E) dE ="/, 5 (2nmkT)32
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Der Tunneleffekt
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Der Tunneleffekt

V
Rechteckbarriere enthalt die wesentlichen 0

Prozesse

Form der Barriere <> HOhe und Breite
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Der Tunneleffekt

v v und y‘ missen stetig sein:
v1(0)=y,(0) und y,(a)=y;(a)

v; (0)=w,'(0) und y,’ (2)=y;'(a)

Bs beschreiben riucklaufende
Wellen, daher B;=0.

AR s

AAA A

O a

=1A3/, I _ inh2(k -
T=]| 3/A1| T = {1+S|n (a)/4E/v(l-E/v)}

firka>1 — T ~ 165, (1-5)e™®
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Tunneleffekt

1,00

0,5

Tunnelwahrscheinlichkeit T
]

| H'Na »/J-NE ]
- —

Ey —> 300

FuarE<Vv: T = {1+ mit ki = (2m-B) )

4Eny - E/v)}

FarE>v: T = {1-smka)y/ mit k' = (2mEV) )%

4B (1- E/V)}



Experimenteller Test des Tunneleffekts (1): Feldemission des Wasserstoffs
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Experimenteller Test des Tunneleffekts (2): a-Zerfall von Kernen

o-Teilchen = Helium-Kern (2 Protonen + 2 Neutronen), Ladung = +2e

starke
Kernkraft

Atomkern
Ladung =+Ze

Der Kernprozess auf der Sonne
(Proton-Proton-Reaktion 1:1018)
basiert auf dem Tunneleffekt



Experimenteller Test des Tunneleffekts (3): Tunnelschwingung des NH;-Molekils

Bindungsenergie des N-Atoms in H;-Ebene:

Tunneleffekt

Symmetrische Stabile
Bindungsposition Bindungsposition
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Der Tunneleffekt

Kernprozess auf der Sonne (Proton-Proton-Reaktion 1:1018)

Rastertunnelmikroskop




Prinzipieller Aufbau des Rastertunnel- und Das "kleinste Loch der Welt": Aufnahme mit

des (optischen) Nahfeldmikroskops dem Rastertunnel-mikroskop einer MoS,-

Oberflache, in der ein einzelnes Atom fehlt.
(Quelle: W.Heckl, LMU Munchen)

conventional microscopy near-field optical microscopy

resolution limit: defraction limit circumvented:
features SAf2 are not resolved much smaller features can be resolved




Rastertunnelmikroskop

RTM-Bild der Silizium-Oberflache (111). Das linke Bild zeigt einen 200 x 200 nm
grof3en Bereich mit einer hohen Dichte atomarer Stufen. Die Lichtpunkte sind einzelne
Si-Atome. Das rechte Bild zeigt die Struktur der parallelen Kristallebenen, die durch
Stufen von der H6he eines Atoms getrennt sind.




Fluorophores __

Laser IIIu:nination
(TIRF-Angle)

Aqueous Buffer Phase
(n=1.33)

Penetration Depth

Hydrophobic surface

coverslip

Beobachtung der Bewegung einzelner Molekiile
auf der Oberflache, dank Tunneleffekt.
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MoleklUlschwingungen - der harmonische Oszillator

Energie

--'----.I_-' -
harmoaonische
Mahermng

< Marse-Potential

Bindungslange r

Entwicklung der Pot.Energie V(x) um x=0:  V(x) = V(0) + % ®V0I | _ %2
mit V(0) =0 und k = 9V | V(X) = Y2 kx2

X=0

Die Schrodingergleichung: ", % .+ kx®) y = E vy
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Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a,, a.

M &l + k@) y = E g 22=x2V, e=Fl, o= (/)"

2m

Yo (-%ge + 2) (D) = € Y(2)

Yy (=Yg, + 2) H (g, + 2) = a,a. aay = () y
w w aa,ay = (e=%)avy

i a, a.a (ay) = (=%, (ay)
[aa,]=aa,-a,a. =1 a.y ist auch Eigenfunktion, aber

Eigenwert ist um eins niedriger

Fir niedrigsten Zustand muss gelten: a_y, = 0 und ¢,-%=0

a_y, = (gt 2) v, =0 v, = Coe™ 2 E,= %ho
C,=n"

o
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Erzeugungsoperator a,

a,a_y = (e-%)y Multiplikation von links mit a,
a,a,ay = (&%) ay a, a_vertauschen: aa,- a,a =1
a,a_(a,y) = (e+,) (a,v) a, ernoht Eigenwert um 1:

E,=%,ho, E,=5ho, E;=",ho
E =(n+Y,)ho, n=0,123,..

Anwenden von a, auf eine Wellenfunktion ergibt die neue Wellenfunktion
zum nachst hoheren Energiezustand:

2 2
v, =a,y, =Y ,(-9, +z)C e “2=C ze 2

C, wird Uber die Normierung _OOI ly,(x) |2 dx = 1 bestimmt.
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Der harmonische Oszillator

Potential (_hzl o2/

energy, V om lge T 72KX2)y = Ey

ZZ = X2 (k|~'l/,,f_’2):l'/2 = X2 (Du/h ’ W = (k/“)l/z

E, =ho(v+%) v=0,1,2,...
— —72[2

\Vv(z) - Cv HV(Z) €

Cv =1/ (n2 V! 2V)1/2 Normierungskonstante

H,(z) Hermitesche Polynome:

Hy(z) = 1

H,(z) = 2z

H,(z) = 4z2-2
H,(z) = 8z3-12z

0' Displacement, x
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Harmonischer Oszillator

Wellenfunktion y und Aufenthaltswahrscheinlichkeit \p2 fur den
Grundzustand v=0 (links) und den ersten angeregten Zustand v=1 (rechts)
als Funktion der Auslenkung aus der Gleichgewichtslage.

Wellenfunktion, v
Wellenfunktion, v




o
o1

o

 Wavefunction, v

ot
o1

-1.0
(a)

1.0

o
o1

 Wavefunction, v

Harmonischer Oszillator

Wellenfunktionen (links) und Aufenthaltswahrscheinlichkeit
(unten) als Funktion der Auslenkung aus der Gleichgewichts-
lage.




Harmonischer Oszillator: QM und klassisch

S|
. = ||, Classical
}I“. 5 2| distribution
! / Bl
I [ ©
Fury
n=10 = v=12
Q0
: |
3 | ||
(a8
n=0 T
Fur grofl3e Quantenzahlen n (rechts v) nahert sich die U U | u \J J \J \J \

guantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
P(x) der klassischen an: P(x) ist an den Umkehr-
punkten am grof3ten. (Frage: was ist falsch im Bild links?)

Displacement
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Buin /Y “w Vibrationswellenfunktion im
o[ | 175 Experi Ment r 108 (2012) 073202)
150 & /ev

s 14;— \ - —| Hs) + HY
o PETREEEET g
) ok {(ER frozen
o :
25 6 _ o’ 6_
. . | | | I 4t 4]
o 2 >
7 A W N, . WO i, N i, AP 0 ET..],..;...Innlllllll'.H.(]S)+H(IS)J
15 F 0 1 2 3 4 9

R/a, (a,=0.0529 nm)

Image of the nuclear wave functions of H,*

[ (a) Measured vibrational energy Evib versus internuclear
O3 X i et =l distance R calculated from the kinetic energy release of the
i \ dissociation as described below. The potential energy curve

: i g $ i of H,* is shown as the green line.
0r — (b) Theoretical spatial density of the nine lowest vibrational
s TS a5 3 T35 1 states numerically calculated using the Born-Oppenheimer

R/a  (a =0.0529 nm) approximation.



Mathematische Formulierung der
Quantenmechanik

Ernst Pascual Jordan

* 18. Oktober 1902 in Hannover
T 31. Juli 1980 in Hamburg

1933 Mitglied NSDAP und SA
1957 - 1961 MdB fur CDU
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Erwartungswerte

Mit Hilfe von vy kénnen wir den Erwartungswert <A> (Mittelwert) einer
Messung berechnen. Mittelwert von x ist bei einer Verteilung P: <x> = 2.P.x

<A> = _OOJ- v*Ay dV = <y|Aly>

e+00

o W) Xp(x) dx

Ort: <X>

Y

o+00

mpuls: <> = ] vt 00w o 7

<A> hat einen scharfen Wert (exakte Messung), wenn <AA2> = 0 ist, also
AA vy =0 = (A-Awy=0 = Avy=Avy
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Das Grundpostulat der Quantenmechanik

Eigenwertgleichung

Operator - Eigenfunktion = Eigenwert - Eigenfunktion

AY = AW

Die Funktionen ¥, werden als Eigenfunktionen und
die Zahlen A_ als Eigenwerte des Operators A bezeichnet.

Das Grundpostulat der Quantenmechanik besagt:

Die Eigenwerte A, sind identisch mit den Messwerten
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Eigenschaften der Operatoren

» "lineare" Operatoren:
A (b,+0,) = Ady + A, A(1>+]2>) = All>+A 2>
und
A(c-¢) = c Ad A(clg>) = cAlp>

* Eigenwerte A mussen reelle Zahlen sein (da Eigenwerte Messwerte sind),
d.h. A=A* =>

hermitesche Operatoren:

SyrAydv = [y Ary*dv  oder A=At
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Operatoren in der Quantenmechanik

Energie E > ih 6/at Energieoperator = H
Impuls T h/i 5/6)( Impulsoperator = p
Ort X — X

Drehimpulsoperator L Uber die klassische Beziehung L =r X p

p = (PP, P) P =" U L)
= PtV H =M A+V

L, = ypz i Zpy I—x - h/i(yélﬁz_ Za/ay)

L, = zp,-xp, L, ="/(2%,—x%,)

L, = Xp,—-yp, L, = n/ 5(X8/ oy yl ax)

X

. 2 2 2
A ist der Laplaceoperator: A = a/ax2 + a/ayz + a/azz
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Kommutator

<A> hat einen scharfen Wert (exakte Messung), wenn <AA?> = 0 ist, also
AA vy =0 —- A-Ay=0 —> Avyv=Avy

Ay=Ay und By=By (gleiche Eigenfunktion )
BA vy =BAvy (erst A dann B messen)
AB vy = AB vy (erst B dann A messen)

(AB-BA) vy =0 [A,B] =0
Kommutator: [A,B] = AB - BA

Falls der Kommutator verschwindet, dann sind die zugehorigen Messgrof3en
A und B gleichzeitig scharf messbar (4A und 4B sind gleich Null).

Falls der Kommutator ungleich Null ist, dann qgilt:
AA 4B > Y2|<[A,B]>]
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Entwicklung nach Eigenfunktionen

Wenn y keine Eigenfunktion ist, dann kann man y nach den Eigenfunktionen ¢,
mit den Koeffizienten a, entwickeln:

v =2 a o ly> = X a[n>
A, = A, b, <A> = <ylAly> = X a.* <m|An> a,
<A> = [y*AydV = 20 &n A, <m|n>
= |2, a,*0*A 2, a,¢,dV = ¥ |a2A, da <mjn>= 3, .
= | 2 An ALy o, dV
= Z:n |an|2 A, da ¢ "0, = 6m,n z“hlanlz =1
Beispiel:

Entwicklung einer Funktion nach Eigenfunktionen des Teilchens im Kasten
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Entwicklung nach Eigenfunktionen

oder

vom Benzol Uber das Ammoniak zum H,

\<:>/ T Q ﬂE‘h H‘E’ﬂ |1>:7//%N 12):

|Benzol> =|1>+|2> INH,> =|1>+[2> H, "> =|1>+|2>

° %)

v = a,¢,+ a9, = a,|1>+a,|2>
Hy = Evy

/ Eu"'ﬁE = ElI E|,|| = E. FAE

0]
.............. mit Wechsel-
wirkung

1> =1, (|11> +|2>)

A E,-AE = E, )
urspringlich 1> =1, (1> - [2>)




Energieniveaus

Herleitung: Entwicklung nach zwei Eigenfunktionen
Schrodingergleichung: Hy = Ey
Weder p noch der Hamiltonoperator H sind bekannt, aber wir kennen die

Eigenfunktionen |1> und [2> (¢, und ¢,).
Einsetzen der Linearkombination v = q,|1>+a,|2>:

H (a,|1>+a,|2>) = E (a,|1>+a,|2>)
Nun der "Trick":
Multiplikation mit <1]|: a, <l|H|1>+a, <1|H|2> = E<1|a,|1>+E<1|a,|2> = a, E
bzw. <2|. a, <2|H|1>+a, <2|H|2> = E<2|a,|1>+E<2|a,|2> = a, E

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich, da <1|1> =1 und <1|2>=0

Die Energien in der Konfiguration |1> bzw. |2>: <1|H|1> = <2|H|2> = E,
<1|H|2> und <2|H|1> gibt Chance flir Wechsel
von [2>in |1> bzw. |1> in |2> an: <1|H|2> = <2|H|1>=- AE
Auflosen der obigen zwei Gleichungen nach #1/, :  E,,, = E, ¥ AE

2 )
Einsetzen von E, bzw. E, fuhrt zu: 1> =, (11> + |2>)

1> =%, (11> - |2>)
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Elektronische Energie beim H2+

elektrostatische
AbstoRung

E,=E +AE

'

H,"™> = |1>+ 2>

Energie beim H," als
Funktion des Kernabstandes

Entfernung
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Eigenwerte und -funktionen aus Basissatzen

H|n>=E|n> zu l6sende Schrodingergleichung
In> = X ali> Entwicklung nach bekannten Eigenfk.

<k|H[i> = H,; Abkirzung fir die Integrale

- a,H, + a,H, + a;H; + = Ea,
LK a,Hy,y + a,H,, + azH,; + = Ea,
a,H; + a,H;, + azH; + = Ea;

LOsung dieses Gleichungssystems fiihrt zu den Energieeigenwerten
und zu den dazugehdrigen Eigenfunktionen (=Wellenfunktionen).

02.06.2015 PC Il Aufbau der Materie



Ende Kapitel 3
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