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Zement und Stein fur die Chemie:
Wasserstoffatom und Rotation

Vorlesung: http://www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC3
Ubung: http://www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC3/Uebungen
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Die Rotation - Energiewerte

Schrodingergleichung fur ein Potential V(r), dass nur vom Abstand r abhangt:
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— T~ resinSecose ¥
r+8iN8+sing \l

r«cosd
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r sing coso
r sing sing
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("l A+ V(M) w = Ey > |

= &2 6% =11 0] (r29].) -1 2
A /axz + /6y2 + /522 /r2 /ar(r /ar) /rzth
L2(9,0) ist Drehimpulsoperator zum Quadrat in Polarkoordinaten

Starrer Rotator (r ist konstant; V(r)=0)

Eigenwert zu L?
‘/A/‘~Eigenfunktion
L2Y(3,0) = 2I'FE Y(3,0) =h2€(€+1) Y(3,0) (mit 1=/ )
L2Y(3,0) = N2L(€+1)Y(3,0)

1/2|J|'2 L2 Y = E |

L2 = -

L, =-"{sing,, + cot8 cose, }

sing 1oo(SINS Y g) + 1/ gL 2
L, = ", {cose,,— coty singp,,}

L, = ".{%,}



Polarkoordinaten (r,0,¢) < >
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A 0 wird entlang dieses Bogens gemessen

Dieser Punkt wird definiert
als 0= 0rad

Dieser Punkt besitzt die
Polarkoordinaten (7, 0, ¢)
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¢ wird entlang dieses Bogens gemessen

Dieser Punkt wird definiert als ¢ = 0 rad

Die Definition der
Polarkoordinaten (r,0,¢)
flr einen hier rosa
dargestellten Punkt:

r ist die radiale Koordi-
nate, 6 und ¢ sind die
Winkelkoordinaten. 6 und
¢ werden in Radiant (rad)
gemessen. Die karte-
sischen Achsen (x, y, 2)
sind ebenfalls dargestellt.

Umrechnung:

X = rsind cos¢
y = rsinosing
Z = rcoso



Polarkoordinaten (r, 6, ¢)

AZ

0 wird entlang dieses Bogens gemessen

rsingd¢

N

Dieser Punkt wird definiert
als 8= 0 rad

Dieser Punkt besitzt die
Polarkoordinaten (r, 0, ¢)
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¢ wird entlang dieses Bogens gemessen

Dieser Punkt wird definiert als ¢ = 0 rad

0<r<ow, 05060<m 0Z¢g<2n

X
I

rsiné cos¢
rsing sin ¢
= rcosé

dV =dx dy dz
= r’sind dédo

N <
I



Drehimpuls

L.LJ]=ihL, Starrer Rotator
L, L] =ihL, Eigenwerte suchen: L2 y =7y
L, L] =éhL,

Die Komponenten des Drehimpulses sind also nicht gleichzeitig messbar, jedoch
kann man das Quadrat des Drehimpulses und eine Komponente gleichzeitig messen,

denn es gilt:

[L2, L]=0 =Xy, 2 (per Konvention die z-Achse)

L® = =g ag(SIN9%5) + g L2 L.=L+id,, L=L.-d,
L, =-"/{sine %, + cot3 cose Dot L, L,]=0

L, = "/ {cose %, - cotd sine %/} IL,L]J=%hL,

L, = ".{ }
a“’ L, =+h e[, +icotd 7, ]

L =-he™[/, -icot8 ]



L2Y = (L2+L2+L2Y = h?2AY

Drehimpuls

L°L]=0
[L,L]=%hL,

L2Y = L,(L)Y) =L, mhY = m*h?Y
(L2 + LyZ)Y =(L* -LAY = h*(A-m?Y — A-Mm?*20 - m?<A

L, =L +il, L =L, -iL,

Wie beim harmonischen Oszillator sind die L, L_ Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren:

L.L2Y = L, h2AY

L2(L.Y) = A (L.Y)
L,.LY =L,mhY

L(L.Y) = h(mz1)(L,Y)

L? Y Multiplikation mit L,

(L, Y) ebenfalls Eigenfunktion zu L?, gleicher Eigenwert
L, Y Multiplikation mit L,

(L.Y) dto. Eigenfkt. zu L,, Eigenwert um 1 geandert

LY, =0 LY, =0 Wegen A-m?20 bzw. m2 <A
max min
—_ — 2 = K2 2 _

LL,Y, =0=(2-L2-0L)Y, =h*Q-—m, . 2-m )Y,
I_*'L_Ymmin =0= ... =0 (- mmin2 + mmin)Ymmin
Nach Eliminierung von A: (M M m . —m_..+1)=0
da M max 2 Min - Mein = ~ Mmax
m_. —m_. muss ganze Zahl sein: m. . = ganzezahl > Q
Wir definieren: m__ =€ A =((0+1)

—¢<m<s/



Kugelflachenfunktionen Y, (8,¢)

L2Y(9,0) = £(€+1)R2Y(S,0) €=0,1,2,3,...

L2 Y(3,0) = mhY(3,p) m=--(+1,..., -

Y m(8,0) = P(8) (o)



Kugelflachenfunktionen

Ym(8,0) = P(8)-¢(p)
LP(3)d(p) =T/ 5/8@ P(9)-0(p) = mhP(3)-¢(¢) Die Funktionen bzgl. 9:
=0l b=img b(o) = (2m)% @ im?

Die Funktionen bzgl. 3 heilden

firm =0 Legendresche Polynome: P,(cosd)

fur m= 0 zugeordnete Legendresche Polynome: P, .(cos3)
andere Schreibweise: P,(C0S3)

Eigenfunktionen: LY, =0 fir kleinstes m = - ¢
P, .(3) = C(sinS)e Yo (8,0) ~ (Sin8)£ e —io

Stetiges Anwenden des L -Operators auf Y, (3,¢) erzeugt stets die nachst hohere
Eigenfunktion, also zunachst m = -£+1, dann m = -(+2, ... bis m = +¢.

L, = he{%,+icotd 9, }
anschlieRend Normierung: Oj2" Oj" Y, nl?sing d9 dp =1
oT 97T | 0 |
dQ




Die normierten Kugelflachenfunktionen fur¢=0,1, 2, 3,4

Yim(9:0) = P"(Cos8) ¢, ()

(I)m((P) = 1/(275)‘/2 eime

Elektron | ¢ | m Y m(9:0) YemYem

s 0| 0 Y gy ',
1 | 1 /,.(3lg,)%Sing etie 34, SIN?Y

P 110 (*/,,)>cos9 3/, COS%9
2 | £2 (1%/,,.)7% sin?9 e*2ie 1%/, sin*9

d 2 | £ /("5 )”sind cosY et 15/, sin?9 cos?9
2 | 0 (®/46,)7% (3c0S29 -1) °/ 6, (3€0S%9 -1)?
3 |43 (3, )2 SIN3Y eBie 35/, SIN®Y

; 3 | 2 (19%/,, )”2sin?9 cosY e*?¢ 105/,, sin*$ cos?9
3 | 1 (3, )72 sinY (1-5c0s29) etie 21, SIN?Y (1-5c0s%9)?
3|0 ("16,) (5 cos®9 -3 cos9) |6, (5 €c0S39 -3 cosY)
4 | +4 (31%/5,,.)72SiN9 etide 319/, sin®9
4 | £3 /,(31%/,. )% sin33 cosY e*3ie 315/, Sin®9 cos?9

g 4 +2 (225/660n)1/2 sin329 (7 c0s29 -1 ) e*2ie 225/6607: sin49 (7 cos39 -1 )2
4 | £1 | 7/,(°®3,0.)72SINY (7 c0os®Y -3 cosY)er?| 225/, sin?Y (7 cos>Y - 3cosI)?
4 | 0 | (Yyg.)"(35C05*9-30c0s%9 +3) | 9. (35c0S*9 -30C0S29 +3)2




Reale Winkelfunktionen durch Linearkombination

Linearkombination der ¢-Funktionen fur +m und —m:

b, ~ etMe + =M = (cosS M@ + iSinme) + (COSMe - i SINmMge) = 2 COS M@
d_~ etme - g=Me = (cosme + isSinme) - (COSmMo -i Sinmg) = 2i Sinmg

4 Im,| Winkelfunktion

0 0 S = Yiynt
0 p, = (4/,,)%Ccosy

1 p, = (4/,.)%2sIinY cose
1

P, = (%,,)”sIn3 sine

0 dy. . = (%44,)72(3C0OS%8 — 1)

d,, = (19/,)2sin3 cosY cose

2 d,, = ("/,,)*sinY cos3 sine

de.... = (1%/,4,)2SIN*S coSE

Xz_yz

dy, = ("9/46,)*sIN*3 SINQ




Darstellung der Winkelfunktionen

Sosieht ¥ =sina in

4z P3 (‘Z g P1 t¢z  PY ,gewohnlicher” Auftragung aus:
/-\1 F,',m(msﬁ}l -
= X > = X /N
., S W

d b C l/"'\
4z PY 4z Py ‘sz p22 \/) o
™,

und so in Polardarstellung:

d e f
4z  P3 4z PF 4z P2 AZ
siehe folg, PN, P 0
Abbildung % X N G X CAD > X
g h '

Y wird als Lange unter dem Winkel o
aufgetragen. Die Achse, gegnuber der
man o misst, wird willkarlich nach oben
gezeichnet und als z-Achse bezeichnet



Klassische Veranschaulichung Winkelanteil

10-%m ( e,p
yn=21=1m,=+1 = -

| I |
10-1%m
@ n=2I=1,m=0

S
10-1Dm “‘t'i-.__,_,,_,_.@".-
(@) n=21=1,m, =-1 e



Wasserstoff - Energiewerte

Schrodingergleichung fur ein Potential V(r), dass nur vom Abstand r abhangt:

(Ml A+ V() y = Ey

4z
— 0> 0> 0> — 1 0 0 _ 1 2
A /6X2+ /ay2+ /azz /r2 /ar(rz /ar) /r2h2 L
6 L2(9,¢): Drehimpulsoperator zum Quadrat mit den Eigenwerten
= "y L2y = Wg(eH1) v ¥ = R(NY(9,0)
x M, (%) + V() D, ~ETR() = O
V(r) = - % /ans !/
X = rsind coso \ °r
y = rsing sing i
7 = rcos9 p=2er; B= Ze lJ/47t80F12£ ; € = —2E[, (Bindungsenergie)

I
o

R" + 2/p R' - [% — B/p + E(e+1)/p 2] R



Die Energien beim H-Atom hangen nur von n ab

(nach Schrodinger!)

DGL fiir sehr groRe Entfernungen (p—°): R"-%R =0 — R(p) = e?

Ansatz: R(p) =e™2-p" Z _ c,p
C.. — ((+k+1-B
/g, = | U (k+1)(k+2¢+2)
Abbruch des Polynoms nur, wenn ((+k+1-B) =0 ((+k+1=n) fuhrt zu: B=n
Energiewerte beim Wasserstoffatom: E_=-¥/ (2¢%, )./ B = 28°H/4ze 2
g . n 2 4ne,h/ " "n? me,N"e
Werte von n: n=12.34,... g2 = —2E[,

Werte von ¢: ¢=0,1,2,...,n
Werte von m: m = -0,-¢+1,.....,0-1,¢



Radialantell R, ,

2¢+1 _p/2

Rn,e = C pé. L...(p) €

P=(/gn) T
Ry Ry 1 dr =1

_L —I—1)z° 2041 £
H”‘rlij"] — \'.'I ll” } .l”'II |:L.Ii'—j—1. {;Jj:|'!-"_:

(n 4+ I)nta, — h3(4ne,
a, = Manelf .,
_ wa 3 % . . 2€+1 . -Z
Rn’e — {4(n 1) Z /[(n+e)!]n4a03} (2Zr/nao)£ Ln-£-1(22r/aon) @%"ha,
Elektron | n | ¢ L2 (%) L(x) sind die
s 110 1 Laguerreschen Polynome
2p 2 |1 1
3d 3 |2 1
4 f 4 |3 1
2s 2 (0 2 - X
3p 3 | 1 4 - X
4d 4 | 2 6 - X
3s 3|0 6 - 6x + X2
4p 4 | 1 20 - 10x + x2
4s 4 |0 |24-36x+12x2-x3




Radialanteil der Wasserstoffwellenfunktion R(r)

n=1
E_
4 5 I=0
2
'D | |
a, 4
(]
r, A

n=2
20F

5 1=0
1,0

[ H | |
e
ul,‘ F:|=1

H
0 a4 B

[ |
r, A

n=3
5 1=0
| 7 ol T s =
\,__/'45 8 12
P:1=1

Radiale Wellenfunktionen von Wasserstoff fur n = 1, 2 und 3. Die Ordinate ist immer

[R, (r) m=32]-10-8.



Wahrscheinlichkeitsdichte Radialanteil: |R(r)|?r?

n=1
100
G0
I=0
40
201
0 | | |
a2 4 6
r, A

40
20

40
20

n=2

40

20
0

20

0

20

- n=3J3 <
i 1=0
| | |
4° 8 12
W
| i | |
a° 8 12
i 1=2 @
i | ¢ | |
4% 12



Wellenfunktionen fur Wasserstoffatom

m Wnlm
0 1s
0 2S
0 2p,
2 p,

1/-1
2p

Radialanteil R, (r)

'1 —_—
R, = ie “
.:;[SE"-.J'E':ID
1v
Ry = : : LE “
J.:;;_gﬂﬂfgﬂu
1r
R, = : : AP

Winkelanteil
1
58 =
” T
1
g
g dar
A
ST = Emsﬁ
S = isimﬂ G0g
1 = ‘4E [JD
S = kS ainid sin
i 4?I [JEI



Wellenfunktionen fur Wasserstoffatom

1vr

1 2 r R 1
0 3s A= 2718 42— |¢ * R
* 7 81 @ % T Van
2 ir
0 3 I S B PR A P2 S”:allicosﬁ
pz 31 Ja_g 81*\.;‘@ a, 2 1 A
1 4 oY 3
3 R. = 6———}3 32 St = ,ll—s'mﬁ cos o
1/ pX 31 ’J{I_: 814\,‘% (ID 2 1 4.?I
-1
3 p R, = (rﬁi—i}e_% St = qllisin*& sin g
y # ~J-CI_§ a3\ a4 o ! 4
1 4 2 i
2 Ry = —e 3 ;
O 3 dZ s qu:{? 81\."'5'_0615 S = ﬁ(?)smfﬂ -1)
3d R, = 4 5 Si—,.llgcosﬂsinﬂ GOR P
1/ Xz 32 ESM@_ME 2 T
-1 ;
B S S S 15
3 dyz flo, = «.ja_sm% " Syt = Ecosﬁ sind ginp
2 1
1 15
3d2 2 R,=_* T 57 = l——sin* B cos2
o/ X -y = E v @ 2 = \Ten y
-2 .1 4 2 _1r 15
R., = T g e 2 _ | . .
3 dxy 3 Ja_gelﬁai St = Esmzﬂ sin2p




Darstellungen der Wasserstoffwellenfunktion

=l TS

0.0

AU

The Orbitron: a gallery of atomic orbitals
http://winter.group.shef.ac.uk/orbitron/




Paul Adrien Maurice Dirac

* 8. August 1902 in Bristol, England
+ 20. Oktober 1984 in Tallahassee, Florida, USA

Die Dirac-Gleichung:

3
(E + CZ G ip; 18 mfcg) |2(x,t)) =0

=1
oder:
L a . - RN
zﬁa +ihcaV 4+ Bmee” ) ib(x,1)) =0
mit;

10 0 0] 0 0 0 1] 0 0 0 —i] 0 0 1 0]
3_0100&_0010& 00 ¢ 0 . |00 0 1
7100 -1 0 1o 1 00 7o — 0 O *“ 11 0 0 0

00 0 -1 10 0 0] i 0 0 0| 0 -1 0 0
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Spin-Matrizen

0 1
! Se= My lp><e + >y, (o)

X+ = ( 0 ) = |+> O -i
0 S, = N {-|+><-| + |-><+|} = h/2( 0 )

r=(y)=1> 10
S, = M, {|+><+| - |-><-|} = h/2( 0 -1 )

Leicht zu zeigen durch Einsetzen von
|+>’ |_> ’ <+|=(1 O)! <_|=(O 1)
z.B.:

10 0 1 0 1

oo)'(oo)z(o o)

[+ <=

1 0

SZ=SX2+Sy2+SZZ=%ﬁ2( 0 1 )



Eigenwerte Spin

10 1 1
% [+> = ¥ he = %n2( )= %h2|+
| (o 4)(y)= %M )= % e

10 0 0
Sl = % () ()= AR ) = %R

| /h(10 0 b 0 b
s, |-> =% = 1 = -Y%4h |-

1 1 0 1 1
s, = %h () ()= %0(, )= %l



Addition von Drehimpulsen

_\!_iz(jz-l. 1)l

Jfy = iRy und 32y = fH(ipt1)hty
Ji. ¥ =mihy und J,, ¥ =m,yhy
Fur den Gesamtdrehimpuls muss gelten:
JPy=JJ+1)h*y  und J,y = m hy

mit m,=-J,-J+1, ... J

Jnin = 11 -Jal s Jmax = 11tz

I, i Die Quantenzahl fur den Gesamtdrehimpuls J
variiert in Einerschritten von |j, - ,| rauf bis j,+ j,:

: i2 Ui—=dals ll—dol* 15 e Pl Pl P PR




Addition von Drehimpulsen




Zeeman Effekt

LA
L Je~. m = ., L
1 e “L - T Zme
VﬁL Eigenwerte py,, einer z-Komponente:
M, = -Hgm, mit g = eh/2me
,..-—+E E =_”B=me
g2 ————— 1 B Lz B 'V
d IEEE-—— tll.']
~— 2
D P — ¥ Spin (Elektron): Ez = gg Wg M B
Tr— gs = 2,00231930438(6)
5 mm— 0 Spin (Kern I): Ez = gy Mg(D) -m; B

Ug = " = 9,27-102 Am? = 9,27-1024 17 = 5,79-105 Vi = 0,467 ey = 1,410 Hey
(T: Tesla)



Spin-Bahn-Kopplung

Spin ,spurt” das B-Feld, welches durch den Elektronenbahndrehimpuls verursacht
wurde. Die Wechselwirkung ist proportional zu pgB. Da pg || S und L || B ist, ist
die Wechselwirkung proportional zu L-S, der Spin-Bahn-Kopplung. Die Energie
des Elektrons aufgrund dieser Wechselwirkung ist dann

Eg = cg L- Slh2

klassisch: J = L+S: J? = (L+S)*=L3+S?%+2L-S

oder: L-S =2 [J%-L2-8?]
QM Eigenwerte: LS =% [J(J+1) - L(L+1) - S(S+1)] h?
Energie: Eq = Csu/y[J(J+1) — L(L+1) — S(S+1)]
Beispiel H-Atom: (J=LxS,S=7%)

Eq, T=Jd=L+%) = Ycg 'L
Eq, $=J=L-%) =-Ycg (L+1)

Separation zwischen den beiden Niveaus:
AEg = Eg (T) - Eg, (V) = %o cg (2L+1)



Nomenklatur von Atomzustanden

Multiplizitat (Spin S > 0) Gesamtdrehimpuls
\J \J

ZS+1L

J
T

Bahndrehimpuls

L=0,1, 2, 3, 4...
als GroRbuchstabe: S, P,D, F, G

Beispiel: 2D5/2 sprich: Duplett D fiinfhalbe

es liegt ein Zustand mit
S=1,L=2undJ =5, vor



E
[eV]

Il
%)

N

H-Atom

i
RASNNANRRRNNN

i
10.188 p

S'HE

Bohr  Dirac

(+10%)

12.087 PE.‘E

lonisationsgrenze

B —

Hrz Swz
Lambwa

Energieniveaus
beim
Wasserstoffatom

Dirac: Spin + LS-Kopplung
Lamb: QED,

Quantisierung des E-Feldes;
Fluktuationen des Vakuums

Lebensdauer F=1 —>F=0:
10 Millionen Jahre;
1,4204 GHz (A = 21 cm).



3Ds, -
"
3D, .
Py Lamb shift
3p 127
% P P Experiment:
op W. E. Lamb, R. C. Retherford,
% Phys. Rev. 71, 914 (1947).
Quantisierung des E-Feldes;

durch Nullpunktsbewegung (wie harm. Osz.
oszilliert Elektron und r -> r+or

‘ Ze? 1
(Bpot) =  47eg <?“ +5?">.

Dopplereffekt verbreitert
die Linien

veraeriebung Dopplerfreie Spektroskopie

belegt Aufspaltung von S., — P+,

|-

Verstimmung / GHz



Auswahlregeln

AJ = J;—J,=0,+1 (Drehimpulserhaltung)
AS =0
Al = 1 (bei einem Elektron)
- § SPhutm
Ao
jf jf Jf
Bei Molekiilen: AJ = -1 A =0 A = +1
AM = 0, +1 AM = +1 AM = 0, +1

P-Zweig Q-Zweig R-Zweig



Ende Kapitel 4



Warnung: nun 3 Folien aus ,,Anorganische Chemie,
Pearson Verlag. Alles was zur PC dort drin steht ist Mist!!!

Z A
\ -
Py

Abbildung 1.9: Grenzflachen des winkelabhangigen Anteils der 1s- und 2p-Atomorbitale des Wasserstoffatoms.
Die grau dargestellte Knotenebene des 2p,-Orbitals liegt in der xy-Ebene.



-4
f’f

Z 2 A Z
i ¥ \
y y 3>
X X X
Py Py P,

Abbildung 1.10: Darstellung eines s- und drei entarteter p-Orbitale. Die Orbitallappen des p,-Orbitals sind
ebenso wie die der p,- und p,-Orbitale verlangert, liegen aber auf einer Achse senkrecht zur Papierebene.



Abbildung 1.11: Darstellung fuinf entarteter g~-Atomorbitale.
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