
28.06.2011 PC III Aufbau der Materie

PC III
 Aufbau der Materie


 

Kapitel 4
Zement und Stein für die Chemie: 

Wasserstoffatom und Rotation 

Vorlesung:   http://www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC3
Übung: http://www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC3/Uebungen
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Die Rotation -
 

Energiewerte 
Schrödingergleichung

 
für ein Potential V(r), dass nur vom Abstand r abhängt:

(-
 

ħ²/2µ

 


 

+ V(r)) 
 

= E 

x = r sin
 

cos
 y = r sin

 
sin

 z = r cos

Starrer Rotator (r ist konstant; V(r)=0)
1/2µr²

 

L² 
 

= E 

L² = -ħ²/sin
/

 

(sin/
 

) + 1/sin²

 

Lz ²
Lx

 

= - ħ/i

 

{sin/
 

+ cot
 

cos/
 

} 
Ly

 

=
 

ħ/i

 

{cos/
 


 

cot
 

sin/
 

} 
Lz

 

=
 

ħ/i

 

{/
 

}

Eigenwert zu L²
Eigenfunktion


 

= ²/x²

 

+ ²/y²

 

+ ²/z²
 

= ²/x²

 

+ ²/y²

 

+ ²/z²

 

= 1/r²
 

/r

 

(r²
 

/r

 

) 1/r²ħ²

 

L²

L²(,) ist Drehimpulsoperator zum Quadrat in Polarkoordinaten

L² Y(,
 

= 2 .E Y(,
 

= ħ²
 

l

 
(l +1)

 
Y(,

 
(mit =1/µr²

 

)
L² Y(,

 
=

 
ħ²

 
l

 
(l +1) Y(,



28.06.2011 PC III Aufbau der Materie

Polarkoordinaten
 

(r,,)

Die Definition der

 Polarkoordinaten

 

(r,,) 
für

 

einen

 

hier

 

rosa

 dargestellten

 

Punkt: 
r ist

 

die radiale

 

Koordi-

 nate, 

 

und 

 

sind

 

die 
Winkelkoordinaten. 

 

und 


 

werden

 

in Radiant (rad) 
gemessen. Die karte-

 sischen

 

Achsen

 

(x, y, z) 
sind

 

ebenfalls

 

dargestellt.

Umrechnung:
x = r sin

 
cos

 y = r sin
 

sin
 z = r cos
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
 

r  
 

  

 
 

 
   

Polarkoordinaten
 

(r, , )

x = r sin cos
 y = r sin sin

 z = r cos
dV = dx

 
dy

 
dz

=  r²
 

sin d d
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Drehimpuls
[Lx

 

, Ly

 

] = i
 

ħ
 

Lz

[Ly

 

, Lz

 

] = i
 

ħ
 

Lx

[Lz

 

, Lx

 

] = i
 

ħ
 

Ly
Die Komponenten des Drehimpulses sind also nicht gleichzeitig messbar, jedoch 
kann man das Quadrat des Drehimpulses und eine Komponente gleichzeitig messen, 
denn es gilt: 

[L²,
 

Lj

 

] =
 

0
 

j = x, y, z

 

(per Konvention die z-Achse)

Lx

 

=- ħ/i

 

{sin
 

/
 

+ cot
 

cos
 

/
 

} 
Ly

 

=
 

ħ/i

 

{cos
 

/
 

-
 

cot
 

sin
 

/
 

} 
Lz

 

=
 

ħ/i

 

{
 

/
 

}

L²
 

= -ħ²/sin
/

 

(sin/
 

) + 1/sin²

 

Lz ² L+

 

= Lx + iLy

 

;       L-

 

= Lx -
 

iLy

[L²,
 

L±

 

] = 0
[Lz

 

,
 

L±

 

] = ± ħ
 

L±

L

 

= +ħ
 

e+i

 

[∂/
 

+
 

i

 
cot

 

∂/
 

]
L−

 

= −ħ
 

e−i

 

[∂/
 

-
 

i

 
cot

 

/
 

] 

Starrer Rotator
Eigenwerte suchen:  L² 

 
= ? 
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Drehimpuls [L²,
 

L±

 

] = 0
[Lz

 

,
 

L±

 

] = ±ħL±

L² Y = (Lx

 

² + Ly

 

² + Lz

 

²)Y = ħ²
 

λ
 

Y 
Lz

 

² Y
 

=
 

Lz

 

(Lz

 

Y)

 

=Lz

 

mħY =
 

m² ħ² Y 
(Lx

 

² + Ly

 

²)Y
 

= (L²
 

−Lz

 

²)Y = ħ²
 

(

 

m²)Y
 

→
 



 
- m² ≥

 
0 →

 
m²

 
≤

 


L+

 

= Lx

 

+ i
 

Ly

 

L−

 

= Lx

 

−
 

i

 
Ly

Wie beim harmonischen Oszillator sind die L+

 

, L−

 

Erzeugungs-

 

bzw. Vernichtungsoperatoren: 
L

 

L² Y
 

=
 

L

 

ħ²λY
 

L² Y Multiplikation mit L

L²
 

(L

 

Y)

 

=
 

ħ²
 



 
(L

 

Y)

 

(L

 

Y) ebenfalls Eigenfunktion zu L², gleicher Eigenwert
L

 

Lz

 

Y = L

 

m ħ

 

Y Lz

 

Y  Multiplikation mit L±

Lz

 

(L

 

Y)
 

=
 

ħ
 

(m ±
 

1) (L

 

Y) (L

 

Y) dto. Eigenfkt. zu Lz ,
 

Eigenwert um 1 geändert

L+Ymmax

 

= 0
 

L-Ymmin

 

= 0
 

Wegen  m²

 

≥

 

0 bzw. m² ≤ λ
L-L+Ymmax

 

= 0 = (L² -
 

Lz

 

² - ħLz

 

)Ymmax

 

=
 

ħ²
 

(mmax

 

²
 

−mmax)Ymmax
L+

 

L−

 

Ymmin

 

= 0 =
 

……
 

= ħ²
 

(

 
mmin

 

² + mmin)Ymmin
Nach Eliminierung von :

 

(mmax

 

+mmin)(mmax

 

−mmin

 

+1)

 

= 0
da mmax

 

≥

 

mmin

 

: mmin

 

=

 

−mmax

mmax

 

−mmin

 

muss ganze Zahl sein:

 

mmax

 

=

 

ganze Zahl/2

 



 

0 
Wir definieren: mmax

 

=

 

l:

 



 
=

 
l(l+1)

−
 

l

 
≤

 
m

 
≤

 
l
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Kugelflächenfunktionen Yl,m
 

(,)

Yl,m

 

(,) = P()·()

L² Y(,
 

=
 

l (l +1) ħ² Y(,
 

l = 0,1,2,3,…

L² Y(,
 

= m ħ
 

Y(,
 

m = -l,-l+1,…,l-1,l
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Kugelflächenfunktionen

Die Funktionen bzgl. :
() = (2π)-½

 

e
 

im

Die Funktionen bzgl. 
 

heißen 
für m = 0

 
Legendresche Polynome: Pl

 

(cos)
für m 

 
0  zugeordnete Legendresche Polynome: Pl,m

 

(cos)
andere Schreibweise:

 

Pl
m(cos)  . 

Yl,m

 

(,) = P()·()

Eigenfunktionen:
 
L−

 

Yl,-l

 

= 0 für kleinstes

 

m = -

 

l

Pl,-l

 

() =
 

C(sin)l
 

Yl,-l

 

(,) ~ (sin)l
 

e
 

–il

Stetiges Anwenden des L

 

-Operators

 

auf Yl,-l

 

(,) erzeugt stets die nächst höhere 
Eigenfunktion, also zunächst  m = -l+1, dann m = -l+2, …

 

bis m = +l.

L

 

=

 

ħei

 

{

 

∂/

 

+

 

i

 

cot

 

∂/

 

}

o

 

2π o

 

π |Yl,m

 

|²sin
 

d
 

d = 1

  |

 



dΩ

anschließend Normierung:

Lz

 

P()·()
 

= ħ/i

 

/
 

P()·() = mħP()·() 
→

 

/
 


 

= im
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Die normierten Kugelflächenfunktionen für l
 

= 0, 1, 2, 3, 4 

Yl,m

 

() = Pl
m(cos).m

 

()

 

m

 

() = 1/(2)½

 

eim

Elektron l m Yl,m

 

() Yl,m

 

Yl,m
*

s 0 0 1/(4)½
1/4

p
1

 1
1

 0



 

(3/8

 

)½

 

sin

 

ei

 (3/4

 

)½

 

cos

3/8

 

sin²
3/4

 

cos²

d
2

 2

 2

2

 1

 0

(15/32

 

)½

 

sin²

 

ei



 

(15/8

 

)½

 

sin

 

cos

 

ei

 (5/16

 

)½

 

(3cos²

 

-1)

15/32

 

sin4
15/8

 

sin²cos²
5/16

 

(3cos²-1)²

f

3

 3

 3

 3

3

 2

 

 0



 

(35/64

 

)½

 

sin3

 

e3i

 (105/32

 

)½

 

sin²cos

 

e2i



 

(21/64

 

)½

 

sin

 

(1 -

 

5cos²) ei

 (7/16

 

)½

 

(5 cos3

 

- 3 cos)

35/64

 

sin6
105/32

 

sin4cos²
21/64

 

sin²

 

(1

 

-

 

5 cos²)²
7/16

 

(5 cos3

 

- 3 cos)

g

4 
4

 4

 4

 4

4 
3

 2

 1

 0

(315/512

 

)½

 

sin4

 

ei4



 

(315/64

 

)½

 

sin3cos

 

e3i

 (225/660

 

)½

 

sin²

 

(7cos²-1) ei



 

(225/320

 

)½

 

sin

 

(7

 

cos3

 

- 3 cos)ei

 (9/256

 

)½

 

(35cos4

 

- 30cos²

 

+3)

315/512

 

sin8
315/64

 

sin6cos²
225/660

 

sin4

 

(7

 

cos3-1)²
225/320

 

sin²

 

(7

 

cos3

 

- 3 cos)²
9/256

 

(35 cos4

 

- 30cos²

 

+ 3)²
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Reale Winkelfunktionen durch Linearkombination

l |ml

 

| Winkelfunktion

0 0 s = 1/(4)½

1

0

1

pz

 

=
 

(3/4

 

)½

 

cos

px

 

=
 

(3/4

 

)½

 

sin
 

cos

py

 

=
 

(3/4

 

)½

 

sin
 

sin

2

0

1

2

d3z²r²

 

= (5/16

 

)½

 

(3

 

cos²
 

1)

dxz

 

=
 

(15/4

 

)½

 

sin
 

cos
 

cos

dyz

 

=
 

(15/4

 

)½

 

sin
 

cos
 

sin

dx²y²

 

=
 

(15/16

 

)½

 

sin²cos

dxy

 

=
 

(15/16

 

)½

 

sin²sin

+ ~ e+im

 

+
 

e−im

 

= (cos m

 
+ i

 
sin m+

 
(cos m

 
-

 
i

 
sin m

 
=

 
2 cos m



 

~
 

e+im

 

-
 

e−im

 

= (cos m

 
+ i

 
sin m

 
-

 
(cos m

 
-

 
i

 
sin m

 
=

 
2i

 
sin m

Linearkombination der -Funktionen für +m und –m:
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Darstellung der Winkelfunktionen

So sieht  Ψ
 

= sin 
 

in 
„gewöhnlicher“

 
Auftragung aus:

und so in Polardarstellung:

Ψ

 

wird als Länge unter dem Winkel 

 
aufgetragen. Die Achse, gegnüber

 

der 
man 

 

misst, wird willkürlich nach oben 
gezeichnet und als z-Achse bezeichnet
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Klassische Veranschaulichung Winkelanteil 
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Wasserstoff -
 

Energiewerte 

Schrödingergleichung
 

für ein Potential V(r), dass nur vom Abstand r abhängt:

(-
 

ħ²/2µ

 


 

+ V(r)) 
 

= E 

x = r sin
 

cos
 y = r sin

 
sin

 z = r cos


 

= ²/x²

 

+²/y²

 

+²/z²

 

= 1/r²
 

/r

 

(r²
 

/r

 

) -
 

1/r²ħ²

 

L²
L²(,):

 
Drehimpulsoperator zum Quadrat mit den Eigenwerten

L² 
 

= ħ²
 

l(l+1) 

[-
 

ħ²/2µ
1/r²

 

∂/∂r
 

(r²
 

∂/∂r
 

) + V(r) + ħ²

 

l(l+1)/2µr²

 

−E] R(r) = 0

V(r) = -
 

Ze²/4o
1/r

ρ
 

= 2εr ; B = Ze²µ/4o

 

ħ²ε

 

; ε² = −2µE/ħ²

 

(Bindungsenergie)

R'' + 2/ρ
 

R' −
 

[¼
 

−
 

B/ρ
 

+ l (l+1)/²
 

] R
 

=
 

0 

R(r)Y()
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Die Energien beim H-Atom hängen nur von n ab 
(nach Schrödinger!)

Ansatz:

 

R(ρ) = e−ρ/2 . ρl

 

. Σk=0

 

ck

 

ρk

ck+1/ck

 

=
 

(l+k+1−B)/(k+1)(k+2l+2)

Energiewerte beim Wasserstoffatom:  En

 

= −µ/2
 

(Ze²/4oħ

 

)².1/n²
Werte von n: n = 1,2,3,4,…
Werte von l: l

 
= 0,1,2,…,n

Werte von m:
 

m = -l,-l+1,…..,l-1,l

(l+k+1−B) = 0       (l+k+1=n) führt zu: B=n

DGL für sehr große Entfernungen (→∞):

 

R''
 

−¼R = 0 → R(ρ) = e−ρ/2 

B = Ze²µ/4o

 

ħ²ε
ε² = −2µE/ħ²

Abbruch des Polynoms nur, wenn
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Radialanteil Rn,l

Rn,l
 

= cn,l
 

. l
 

.
 

Ln-l-1

 

()
 

.
 

e/2
 

(2Z/aon

 

) r 

o

 


 


Rn,l

 

.

 

Rn,l

 

.

 

r²
 

dr
 

= 1

ao

 

= ħ²(4o)/µe²

Rn,l

 

= -4(nl1)! Z³/[(n+l)!]n4ao
3

 

½ .
 

(2Zr/nao

 

)l

 

.
 

Ln-l-1

 

(2Zr/aon

 

) .
 

e-Zr/nao

Elektron n l Ln-l-1

 

(x)
1 s

 2 p
 3 d
 4 f

1
 2
 3
 4

0
 1
 2
 3

1
 1
 1
 1

2 s
 3 p
 4 d

2
 3
 4

0
 1
 2

2 -
 

x
 4 -

 
x

 6 -
 

x
3 s

 4 p
3

 4
0

 1
6 -

 
6x + x²

 20 -
 

10x + x²
4 s 4 0 24 -

 
36x + 12x²

 
-

 
x³

2l+1

2l+1

L(x)
 

sind die 

Laguerreschen Polynome

2l+1
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Radialanteil der Wasserstoffwellenfunktion R(r)

Radiale Wellenfunktionen von Wasserstoff für n = 1, 2 und 3. Die Ordinate ist immer
 [Rn,l

 

(r) m−3/2]·10−8. 
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Wahrscheinlichkeitsdichte Radialanteil:  |R(r)|²r²
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Wellenfunktionen für
 

Wasserstoffatom

n l m nlm Radialanteil Rnl (r) Winkelanteil

1 0 0 1 s

2 0 0 2 s

2 1 0 2 pz

2 1

1/-1

2 px

2 1 2 py
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3 0 0 3 s

3 1 0 3 pz

3 1
1/

 
-1

3 px

3 1 3 py

3 2 0 3 dz
2

3 2
1/

 
-1

3 dxz

3 2 3 dyz

3 2
2/

 
-2

3 dx
2
-y

2

3 2 3 dxy

Wellenfunktionen für
 

Wasserstoffatom
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Darstellungen der Wasserstoffwellenfunktion

2

3

The
 

Orbitron: a gallery
 

of atomic
 

orbitals
http://winter.group.shef.ac.uk/orbitron/



28.06.2011 PC III Aufbau der Materie

Paul Adrien Maurice Dirac

* 8. August 1902 in Bristol, England
 + 20. Oktober 1984 in Tallahassee, Florida, USA 

Die Dirac-Gleichung:

oder:

mit:
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Spin-Matrizen

sx =  ħ/2 {

 

|+><-| + |-><+| }
 

=

 

ħ/2  (
0 1 )1 0

sy =
 

i

 

ħ/2
 

{

 

-
 

|+><-| + |-><+| }

 

=

 

ħ/2 (
0 -i )i 0

sz =  ħ/2 {

 

|+><+|
 

-
 

|-><-| }
 

=  ħ/2 (
1 0 ) 0 -1

Leicht zu zeigen durch Einsetzen von 
|+

 
, |

 


 
+| = (1

 
0)

 
,

 
| = (0

 
1)

z.B. :

|+
 

=
 

(
1 0

)
 

.

 

(
0 1

)
 

=

 

(
0 1

)
0 0 0 0 0 0

s² = sx ² + sy ² + sz ² = ¾ ħ²
 

( 1 0 )0 1



 

= ( 0 )
 

= |1



 

= ( 1 )
 

= |0
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Eigenwerte Spin

s² |+
 

= ¾ ħ²
 

(
1 0

) (
1

)
 

= ¾
 

ħ²
 

(
1

)
 

= ¾ ħ² |+
0 1 0 0

s² |-
 

= ¾ ħ²
 

(
1 0

) (
0

)
 

= ¾ ħ²
 

(
0

)
 

= ¾ ħ² |-
0 1 1 1

sz |-
 

= ½ ħ
 

(
1  0

) (
0

)
 

= ½ ħ
 

(
0

)
 

= -½ħ
 

|-
0 -1 1 -1

sz |+
 

= ½ ħ
 

(
1 0

) (
1

)
 

= ½ ħ
 

(
1

)
 

= ½ ħ
 

|+
0 -1 0 0
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Addition von Drehimpulsen

J1

 

²
 


 

= j1
 

(j1
 

+1)ħ²
 


 

und
 

J2

 

²
 


 

= j2
 

(j2
 

+1)ħ²
 



J1z

 


 

= m1

 

ħ
 
und   J2z 

 
= m2

 

ħ

Für den Gesamtdrehimpuls muss gelten:     
J²

 


 
= J(J+1)ħ²

 


 
und

 
Jz

 


 

= mJ

 

ħ
mit   mJ

 

= -J, -J+1, ... J

Jmin

 

= | j1
 

- j2
 

|
 

,   Jmax

 

= j1
 

+ j2

Die Quantenzahl für den Gesamtdrehimpuls J 
variiert in Einerschritten von |j1

 

- j2
 

| rauf bis j1
 

+ j2
 

: 
|j1

 

j2
 

|, |j1
 

j2
 

|+1, .......... , j1
 

+j2
 

1,
 

j1
 

+j2
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Addition von Drehimpulsen
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Zeeman
 

Effekt

µL

 

= - e/2me

 

L

Eigenwerte µLz

 

einer z-Komponente:
µLz

 

= - µB
.

 

ml

 

mit
 

µB

 

= eħ/2me

EB

 

= - µLz
.

 

B = µB
.

 

ml 
.

 

B 

Spin (Elektron):
 

EB

 

= gS
.

 

µB
.

 

ms
.

 

B 
gS

 

=
 

2,00231930438(6)

Spin (Kern ):
 

EB

 

= g
.

 

µB

 

(.
 

m
.

 

B 

µB

 

=
 

eħ/2me

 

= 9,27.10-24 Am²
 

=
 

9,27.10-24 J/T

 

= 5,79.10-5

 

eV/T

 

=
 

0,467
 

cm-1/T

 

= 1,4.1010

 

Hz/T

(T: Tesla) 
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Spin-Bahn-Kopplung

Spin „spürt“
 

das B-Feld, welches durch den Elektronenbahndrehimpuls verursacht 
wurde. Die Wechselwirkung ist proportional zu

 
µS

. B. Da
 

µS

 

|| S
 

und
 

L || B
 

ist, ist 
die Wechselwirkung proportional zu

 
L.S, der Spin-Bahn-Kopplung. Die Energie 

des Elektrons aufgrund dieser Wechselwirkung ist dann 

ESL

 

= cSL
.

 

L
 

.

 

S/
 

ħ²

Beispiel
 

H-Atom: (J = L ±

 

S, S = ½) 
ESL

 

(  J = L + ½)

 

=

 

½

 

cSL

 

.

 

L 
ESL

 

(  J = L 

 

½)

 

=

 

-

 

½

 

cSL

 

(L

 

+ 1)

Separation zwischen den beiden Niveaus:
ESL

 

= ESL

 

() 

 

ESL

 

() = ½ cSL

 

(2L+1)

klassisch: J
 

= L+S:
 
J² = (L+S)²=L²+S²+2L.S

oder:  L.S
 

= ½
 

[J²-L²-S²]

QM Eigenwerte:  L.S = ½ [J(J+1) -
 

L(L+1) -
 

S(S+1)]
 

ħ²

Energie:  ESL

 

=
 

cSL

 

/2 [J(J+1) 
 

L(L+1) 
 

S(S+1)]



28.06.2011 PC III Aufbau der Materie

Nomenklatur von Atomzuständen 

Multiplizität
 

(Spin S 
 

0)
 

Gesamtdrehimpuls 


2S + 1LJ


Bahndrehimpuls
L = 0,

 
1,

 
2,

 
3,

 
4...

 als Großbuchstabe:  S, P, D, F, G

Beispiel:
 

2D5/2 sprich: Duplett
 

D
 

fünfhalbe

es liegt ein Zustand mit 
S = 1/2

 

, L = 2 und J = 5/2

 

vor
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Energieniveaus 
beim 

Wasserstoffatom

Dirac:
 

Spin + LS-Kopplung

Lamb:
 

QED, 
Quantisierung

 

des E-Feldes; 
Fluktuationen des Vakuums  

Lebensdauer F=1 F=0: 
10 Millionen Jahre;
1,4204 GHz (λ

 
= 21 cm). 



28.06.2011 PC III Aufbau der Materie

Lamb
 

shift
Experiment:
W. E. Lamb, R. C. Retherford, 
Phys. Rev. 71, 914 (1947). 

Dopplereffekt verbreitert 
die Linien

Dopplerfreie Spektroskopie 
belegt Aufspaltung von S½

 

– P½

Quantisierung

 

des E-Feldes; 
durch Nullpunktsbewegung (wie harm. Osz.
oszilliert Elektron und r -> r+r
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Auswahlregeln

J = +1
 M = 0 , 1

 R-Zweig

J = 0
 M = 1
 Q-Zweig

J = 1
 M = 0 , 1

 P-Zweig

J = Jf
 


 

Ji
 

= 0, 1   (Drehimpulserhaltung)
S = 0 
l

 
=

 
1    (bei einem Elektron)

Bei Molekülen:



28.06.2011 PC III Aufbau der Materie

Ende Kapitel 4
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Abbildung

 

1.9: Grenzflächen

 

des winkelabhängigen

 

Anteils

 

der

 

1s-

 

und 2p-Atomorbitale des Wasserstoffatoms. 
Die grau

 

dargestellte

 

Knotenebene

 

des 2pz

 

-Orbitals liegt

 

in der

 

xy-Ebene.

Warnung: nun 3 Folien aus „Anorganische Chemie, 
Pearson Verlag. Alles was zur PC dort drin steht ist Mist!!!
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Abbildung

 

1.10: Darstellung

 

eines

 

s-

 

und drei

 

entarteter

 

p-Orbitale. Die Orbitallappen

 

des px

 

-Orbitals

 

sind

 
ebenso

 

wie

 

die der

 

py

 

-

 

und pz

 

-Orbitale

 

verlängert, liegen

 

aber

 

auf einer

 

Achse

 

senkrecht

 

zur

 

Papierebene.
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Abbildung

 

1.11: Darstellung

 

fünf

 

entarteter

 

d-Atomorbitale.
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